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1. (20 points) Soit J = {(—o0,z]: x € R} U{(y,00): y € R}U{(x,y]: z,y € R} U{D, R}.
a. Prouvez que [J est une semialgebre et non une algebre.
b. Prouvez que o(J) = B.
2. (10 points) Trouvez
a. limsup, . {n,n+1,...}.
b. lim infn_mo[—%, 1+ %)
c. au moins trois points distincts qui appartiennent a I’ensemble

{r € R: 1 € limsup{e*™*}}.
n—oo

Bonus: donnez une expression simple pour 1’ensemble.
3. (10 points) Soit (2, F, P) I'espace de probabilité pour la loi uniforme sur Q = [0, 1].
Pour chaque n € N, définissez X,,: {2 — R par

Xo(w) = (=D"(1+ 2w

a. Trouvez liminf, .., E[X,].
b. Trouvez E[liminf, ., X,].
4. (15 points) Soit (€2, F, P) I'espace de probabilité on @ = N = {1,2,...}, F = 2% et
P est la probabilité telle que P({w}) = 27%. Soit X,,:  — R la suite de variables
aléatoires sur (2, F, P) telle que

Xn(w):{o w<n

2" w > n.

a. Trouvez la variable aléatoire X: Q — R telle que X,, %3 X et démontrez la
convergence.
b. Trouvez E[X,], lim, . E[X,] (si elle existe) et E[X].
c. Pourquoi le théoreme de convergence monotone n’implique pas E[X,] — E[X]?
d. Qu’est-ce que le théoreme de convergence dominante permet de conclure sur la
suite X,,7
5. (30 points) Soit X, une suite de variables aléatoires indépendantes ou chaque X,, a une
loi Poisson ayant une moyenne An.
Dérivez la fonction caractéristique de X;.
Trouvez E[X;] et E[X?] en utilisant la fonction caractéristique. Trouvez Var[X7].
Trouvez la loi de X; + X5 en utilisant la fonction caractéristique.
Démontrez que £(X7) est infiniment divisible, c’est a dire que pour chaque n € N,
sa loi peut étre exprimée comme la loi d’'une somme de n variables aléatoires iid.
Démontrez que n~'X,, = \.
Démontrez que la loi de (nA)~"Y/2(X,, — n)) converge & la loi gaussienne ayant une
moyenne zéro et une variance unitaire.
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6. (15 points) Si Ay, As, ..., A, sont des événements indépendants, montrez que la proba-
bilité pour qu’aucun des A; ne soit réalisé est au plus égale a exp(— > 1, P(4;)).



