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1. Pour An = [−n, (−1)n/n], trouvez supk≥nAk, infk≥nAk, lim supnAn et lim infnAn.
Trouvez une représentation simple de l’ensemble {x ∈ R : 1 ∈ lim supn{e2πinx}}.

2. Soit An une suite d’événements sur (Ω,F , P ). Montrez que P (lim supAn) ≥
lim supP (An). Sur un espace de probabilité (Ω,F , P ) de votre choix, donnez un
exemple d’une suite An où l’inégalité tient avec égalité et un autre exemple où l’inégalité
est stricte.

3. Considérez le théorème 10.1.1. Démontrez que la condition (3) implique la condition
(1). Vous pouvez utiliser la preuve dans le livre, mais faites-la dans vos propres mots et
expliquez les étapes.

4. Soit (Ω,F , P ) un espace de probabilité où Ω = [0, 1], F est borélien et P est la mesure
de Lebesgue. Soit X(ω) = 1/ω.

a. Trouvez une séquence Xn(ω) de variables aléatoires simples telles que Xn ≤ X et
limn→∞E[Xn] =∞.

b. Trouvez E[X].
c. Supposez que Y ∼ N(106, 1). Soit

Z =

Y −1 Y 6= 0,
0 Y = 0.

Qu’est-ce que vous pouvez conclure sur la valeur de E[Z]? Expliquez brièvement.

5. Si X ∼ N(µ, σ2), trouvez E[X3]. Utilisez la fonction caractéristique.

6. Montrez que la loi χ2(ν) est infiniment divisible. Utilisez la fonction caractéristique.

7. Montrez que la condition Xn
a.s.→ X a.s. dans la proposition 9.1.5. ne peut pas être

remplacé par Xn
p→ X. (Trouvez un contre-exemple.)

8. Soit (Fα)α∈A une famille de tribus sur l’ensemble Ω. Montrez que G = ∩α∈AFα est
aussi une tribu sur Ω.

9. Si A1, A2, . . . , An sont des événements indépendants, montrez que la probabilité pour
qu’aucun des Ai ne soit réalisé est au plus égale à exp(−∑n

i=1 P (Ai)).
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