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Une variable aléatoire X suit une loi Poisson (X ~ Po(\)) avec parametre A > 0 si

e ANk
Kl

P{X =k}) = k=0,1,2,....
Dans ce cas, F[X] = X et Var[X] = .

Une variable aléatoire Y suit une loi Gamma (Y ~ Ga(a, 3)) avec parametres a > 0 et § > 0 si elle a
la densité

f(y) = Fﬁ(;xa—le-ﬁy y>0.

Dans ce cas, E]Y] = a/f.

1. (35 points) Soit X7, ..., X, ~ iid Po(}).
(a) Montrez que E[X;] = \.

(b) Trouvez une statistique exhaustive minimale pour A et démontrez qu’elle est exhaustive et mini-
male.

(¢) Trouvez lestimateur maximum de vraisemblance Apy pour A et calculez son biais, sa variance
et son erreur carrée moyenne.

) Trouvez l'espérance de la fonction de score.
) Démontrez que S\MV est efficace.
) Démontrez que D
) Supposez que A ~ Ga(a, B) et qu’on observe = (x1,...,Z,).
i. Trouvez la moyenne a posteriori Ag de \ et trouvez son biais comme estimateur de .

ii. Décrivez comment trouver un intervalle de haute probabilité postérieure 1 — . Décrivez
brievement 1’évenement conditionnel qui a la probabilité (1 — «)
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2. (10 points) Soit X, Xs, ..., des variables aléatoires iid, avec X; ~ U(0,6). On observe la réalisation
r=(r1,...,7,) de X = (Xy,...,X,). Trouvez la fonction de score et son espérance.

3. (10 points) Soit W,, une suite d’estimateurs qui converge en probabilité a un parametre scalaire 6.
Soit b,, une suite de constantes réelles telle que lim,,_,, b,, = 0. Montrez que W,, +b,, est une séquence
d’estimateurs qui converge en probabillité a 6.

4. (35 points) Soit X7, ..., X, des variables aléatoires iid, ayant une loi N(u, 1), ot p est inconnu.

(a) Trouvez la statistique LRT pour le test de I'hypothese nulle Hy : pu = po contre 'hypothese
alternative Hy : pu # .

(b) Utilisez cette statistique LRT pour construire un test de niveau v de I’hypothese nulle.

(c) Invertissez ce test pour construire un intervalle de confiance pour p avec probabilité de couverture
1 — «. Décrivez brievement I’événement qui a la probabilité (1 — «).

(d) Soit T=n"13"", X;. Quelle est la loi de T pour y donné ?

(e) Soit Fr(t; u) la fonction de répartition de 7', selon la valeur de p. Montrez que la quantité Fr(7T'; p)
est pivotale et utilisez-la pour construire un intervalle de confiance pour p avec probabilité de
couverture 1 — a.

5. (10 points) Soit (2, F, P) un espace de probabilité avec Q = {a, b, ¢, d}, F = 2, P telle que P({a}) =
P({b}) = P({c}) =1/3 et P({d}) = 0. Soit X et Y les variables aléatoires définies par

I w=a, 4 w e {a,b},
X(w)=1412 we{bc}, Y(w) = 5 we{cd}.

3 w=d;

(a) Décrivez P({b,c}|Y) (sans preuve). Est-elle unique ?
(b) Décrivez E[X|Y] (sans preuve). Est-elle unique ?
(c) Décrivez P({a}|X) (sans preuve). Est-elle unique ?
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