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Lemme de Fatou

» Lemme de Fatou : pour une suite X, > 0 de v.a.

Efliminf X,] < liminf E[X,].
n—o0 n—o0

> Notes :

1. Hypothese tres faible concernant X,,.
2. Résultat pour X, > C > —oo suit immédiatement.
3. Les deux cotés peuvent étre infinis.

» Construction d'une séquence convergente : Y, = infy>, Xi.

1. 0<Y, <X,
2. Y, < Yo ({n,n+1,...} décroissant en n).
3. Y, Y =liminf, o X,

» Preuve :

lim inf E[Xn] > lim inf E[Y,] = lim E[Y,] = E[Y]= E[Iimninf Xn)



Lemme de Fatou pour X, < C < o0

> Si X, < C<oo, —X,>—C > —00 et par le lemme de Fatou,
Iimninf E[—X,] > E[Iimninf —Xals
lim inf —E[X,] > E[~ |imnsuan],
- Iimnsup E[Xn] > —E[IimnsupX,,],

limsup E[X,] < E[limsup Xj].
n n



Théoreme de convergence dominée

» Pour une séquence X, de variables aléatoires, X et Y v.a.
telles que P(X, = X) =1, | X, < Y et E[Y] < 0.

lim E[X,] = E[X].

> Notes :

1. La dominance par une Y a moyenne finie est plus faible qu'une
borne uniform pour |X,| (Y = ¢); le résultat est donc plus fort.
2. Méme v.a. dominante Y pour tous les n.

» Preuve :
E[Y]+ E[X] = E[Y + X] = E[Y +1im X,] = E[Y +lim inf X,]
ETY + liminf X;] <liminf E[Y 4+ X,,] = E[Y] + liminf E[X]
E[Yi’— E[X] = <= E[Y] — limsup E[;<,,].
lim sup E[X,] < E[X] < lim inf E[nX,,].
i lim E[X,] = E[X].



Sur les ensembles non-dénombrables de variables aléatoires

» Soit {X;}+>0, un ensemble non-dénombrable de variables
aléatoires.

> Exemples :
> X, = e%%, dont I'espérance est Mx(s), une fonction de s réel.
> X ~ N(u,0?), et o? inconnus. E[f(X)] est une fonction de
2
m, 0%,
P X, est un processus aléatoire en temps continu.

» Supposons que

> limeo Xe(w) = Xo(w), w € Q, et

> il exist une v.a. Y telle que |[X;| < Y et E[Y] < 0.
» Alors pour toute suite t, | 0,

E[X:,] — E[Xo]-

» Alors
|t|£8 E[X:] = E[Xo].



La dérivée de I'espérance
» Soit {Ft}a<t<p un ensemble de variables aléatoires.

» Conditions suffisantes pour dEJff] = E[F]], ou F{ =9 .
1. Pour tout t € (a,b) : —o0 < E[F:] < 0.
2. Il existe une v.a. Y telle que E[Y] < oo et pour tout t € (a, b)
et w € Q, F/(w) existe et |F/(w)| < Y(w).
» Preuve : fixez t € (a,b). Alors
1. Fl =limp_oc n(Fey1/n — Ft), la limite d'une séquence de
variables aléatoires, est une variable alétoire.
2. Pour tout h, 0 < h < b —t, (théoréme des accroissements finis,
mean value theorem)

Fiin— Ft
— | <Y.
b <
3. Alors
jim EFecel ZEWFl [F”h — F’-‘] =E [Iim Feen = Fe Ft}
hl0 h hl0 h hl0
dE[F]

= E[F]] < E[Y] < 0.



Théoréme des accroissements finis
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Fonction génératrice des moments

» Définition : pour une v.a. X, Mx(s) = E[e®X], s € R.
> Notes
> Mx n'existe pas toujours, méme si E[X] < cc.
> Mxyiy(s) = Mx(s)My(s) pour v.a. indépendentes X, Y.
» |l y a des tableaux avec plusieurs v.a. standardes
» La fonction caractéristique est semblable et souvent plus utile



Résultat sur Mx(s)
» Supposons que X est une v.a. et qu'il existe sp > 0 tel que
Mx(s) < oo pour |s| < sp.
» Alors E[|X"|] < oo pour tout n et

Mx(s) = i E[X"]s"/n!.
n=0

» Preuve :
1. Soit Z, =Y 7 _o(sX)¥/k!.
2. Z, — eX (définition de somme infinie, expansion de la fonction
exponentielle)
3. Fixez s, |s| < sp

1Z,| <) [sX[F/kl < eX p e X =Y,
k=0
E[Y] = Mx(S) + Mx(—s) < 0.

4. Par convergence dominée,
E[eX] = limp_yoo E[Zs] = > ey E[X"]s"/n!.



Signification de « génératrice des moments »

> Rappel Mx(s) = 3520 E[X"5r = 14 352, E[X"]2;.
» Premiere dérivée:

My(s) =>_ E[X
n=1
00 Snfl
=Y EX"l——
= (n—1)!
_ S EXe s
ngo X"
> m-ieme dérivée :
M (s Z E[X”*’"]

> Mx(0) =1, My (0) = E[X], I\/I (O) E[X™].



Mesures associées aux variables aléatoires

» Soit X une variable aléatoire sur un espace de probabilité
(€2, 7, P)
» (R, B, 1) est un espace de probabilité elle aussi, ou

p=L(X)=PX1

est la distribution ou la loi de X.

» Si Be B, X Y(B) € Fetu(B)=P(XYB)) = (PX1)(B).
» Pour —o0o < a< b < o0,

> [a,b] CR,

> [a,b] € B,

> u([a, b]) = P({X € [a, b]}),

> {X ela,b]} CQ,

> {X €]a,b]} € F.



Exemple, suites de tirages au pile ou face, partie |

vvyyvyy

vvyyvyy

Soit Q = {(r, r2,...): ri € {pile, face}}.

Soit F, P les extension de J et P de Rosenthal, 2.6.
Rappel: la probabilité de I'histoire A, ,,..5, est 27"
Soit X,,: Q2 — R définie par

1 r, = face,

Xn(w) = {

0 r, = pile.

On peut calculer E[X,] = 1/2, Var[X,] = 1/4.

Soit Sp = L(X1 + ...+ Xp).

Soit z, = /n(S, — 3)/(1/2).

Soit w* = (0,0,1,0,1,0,1,0,0,0,1,1,1,0,0,1,...). Alors
) =1/4,

") =3/8,



Exemple, partie ll, n=4, n=8, n =16
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Exemple, partie Ill, la loi N(0, 1)

» Soit (R, B, P) I'espace de probabilité avec
P(B) :/ fd\ BeB,
B
ol f: R — R est définie par

1 .
f(X) = \/7277_‘_6 /2

et \: B — R est la mesure de Lebesgue.
> f est la densité pour la loi P, N(0,1), F(x) = P((—o0, x]) est
la fonction de répartition.



Exemple, partie IV, n=4, n=8, n =16
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Convergence en loi

>

>

Soit p, une suite de mesures de probabilité boreliennes, 1 une
mesure de probabilité borelienne.

tn = i (pn converge en loi a p) si pour chaque fonction

f: R — R, continue et bornée,

/fdu,,—>/fd,u.
R R

Une condition équivalente: pour tout x € R,
n({x}) = 0= Fa(x) = F(x),

ol Fn(x) = pn((—00,x]), F(x) = p((—o0, x]).

Ln est une suite de mesures, pas une suite de variables
aléatoires.

Cependant, si X, est une suite de variables aléatoires sur
(Q,F,P), L, = PX; ! est une suite de mesures.



Aparté

» Soit A, B, C des propositions sur w.
> Par exemple, X(w) < ¢, Xp(w) > d.
> Si AetB= C,

~C = —Aou—B,

{=C} c {-~AtU{-B}



Convergence en probabilité et en loi
> Si X, B X, un = L(X,) = L(X) = .
> Résultat équivalent : Si pour tout € > 0, P(|X, — X| > ¢) — 0,

p({x}) =0= Fn(x) — F(x).
» Preuve : fixez x € R, € > 0. Alors pour tout w € , n € N,
X(w) > x +eet | Xp(w) — X(w)] < € = Xp(w) > x,
alors pour tout n € N,
{Xn <x}C{X <x+ e U{X, = X| > ¢}
Fo(x) < F(x+€) + P(|Xn — X]| > €)
sup Fo(x) < Flx +¢) + sup P(1X, = X| > )
Iim,;sup Fa(x) < F(x+¢€)+0,
et puisque € > 0 est arbitraire,

Iimnsup Fa(x) < F(x).



Preuve, continuée
» méme x € R, fixez ¢ > 0. Pourtout w € Q, n € N,

Xo>xet|X,—X|<e=X>x—g¢,
alors pour tout n € N,
[X<x—e} C{X0 < x}U{IXo— X| = e},
alors
F(x —¢) < Iimninf Fa(x) + Iimninf P(| X, — X| >¢€)
F(x—¢) < lim inf Fa(x)+0
> ¢ arbitraire, alors
F(x) = u({x}) < lim inf Fo(x)
» Maintenant si u({x}) =0, (c-a-d P({X = x}) =0)
Iimninf Fa(x) = Iimnsup Fa(x) = lim Fa(x) = F(x).



Apercu du cours 7

» Fonction caractéristique
» Théoréme central limite



