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Lemme de Fatou
I Lemme de Fatou : pour une suite Xn ≥ 0 de v.a.

E [lim inf
n→∞

Xn] ≤ lim inf
n→∞

E [Xn].

I Notes :
1. Hypothèse très faible concernant Xn.
2. Résultat pour Xn ≥ C > −∞ suit immédiatement.
3. Les deux cotés peuvent être infinis.

I Construction d’une séquence convergente : Yn ≡ infk≥n Xk .
1. 0 ≤ Yn ≤ Xn.
2. Yn ≤ Yn+1 ({n, n + 1, . . .} décroissant en n).
3. Yn ↗ Y ≡ lim infn→∞ Xn.

I Preuve :

lim inf
n

E [Xn] ≥ lim inf
n

E [Yn] = lim
n

E [Yn] = E [Y ] = E [lim inf
n

Xn]



Lemme de Fatou pour Xn ≤ C <∞

I Si Xn ≤ C <∞, −Xn ≥ −C > −∞ et par le lemme de Fatou,

lim inf
n

E [−Xn] ≥ E [lim inf
n
−Xn],

lim inf
n
−E [Xn] ≥ E [− lim sup

n
Xn],

− lim sup
n

E [Xn] ≥ −E [lim sup
n

Xn],

lim sup
n

E [Xn] ≤ E [lim sup
n

Xn].



Théorème de convergence dominée
I Pour une séquence Xn de variables aléatoires, X et Y v.a.

telles que P(Xn → X ) = 1, |Xn| ≤ Y et E [Y ] <∞.
lim

n→∞
E [Xn] = E [X ].

I Notes :
1. La dominance par une Y à moyenne finie est plus faible qu’une

borne uniform pour |Xn| (Y = c); le résultat est donc plus fort.
2. Même v.a. dominante Y pour tous les n.

I Preuve :
E [Y ] + E [X ] = E [Y + X ] = E [Y + lim

n
Xn] = E [Y + lim inf

n
Xn]

E [Y + lim inf
n

Xn] ≤ lim inf
n

E [Y + Xn] = E [Y ] + lim inf
n

E [Xn]

E [Y ]− E [X ] = . . . ≤ . . . = E [Y ]− lim sup
n

E [Xn].

lim sup
n

E [Xn] ≤ E [X ] ≤ lim inf
n

E [Xn].

lim
n

E [Xn] = E [X ].



Sur les ensembles non-dénombrables de variables aléatoires

I Soit {Xt}t≥0, un ensemble non-dénombrable de variables
aléatoires.

I Exemples :
I Xs = esX , dont l’espérance est MX (s), une fonction de s réel.
I X ∼ N(µ, σ2), µ et σ2 inconnus. E [f (X )] est une fonction de

µ, σ2,
I Xt est un processus aléatoire en temps continu.

I Supposons que
I limt↓0 Xt(ω) = X0(ω), ω ∈ Ω, et
I il exist une v.a. Y telle que |Xt | < Y et E [Y ] <∞.

I Alors pour toute suite tn ↓ 0,

E [Xtn ]→ E [X0].

I Alors
lim
t↓0

E [Xt ] = E [X0].



La dérivée de l’espérance
I Soit {Ft}a<t<b un ensemble de variables aléatoires.
I Conditions suffisantes pour dE [Ft ]

dt = E [F ′t ], où F ′t = dFt
dt :

1. Pour tout t ∈ (a, b) : −∞ < E [Ft ] <∞.
2. Il existe une v.a. Y telle que E [Y ] <∞ et pour tout t ∈ (a, b)

et ω ∈ Ω, F ′t (ω) existe et |F ′t (ω)| ≤ Y (ω).
I Preuve : fixez t ∈ (a, b). Alors

1. F ′t = limn→∞ n(Ft+1/n − Ft), la limite d’une séquence de
variables aléatoires, est une variable alétoire.

2. Pour tout h, 0 < h < b − t, (théorème des accroissements finis,
mean value theorem) ∣∣∣∣Ft+h − Ft

h

∣∣∣∣ ≤ Y .

3. Alors

lim
h↓0

E [Ft+h]− E [Ft ]
h = lim

h↓0
E
[

Ft+h − Ft
h

]
= E

[
lim
h↓0

Ft+h − Ft
h

]
dE [Ft ]

dt = E [F ′t ] ≤ E [Y ] <∞.



Théorème des accroissements finis



Fonction génératrice des moments

I Définition : pour une v.a. X , MX (s) = E [esX ], s ∈ R.
I Notes

I MX n’existe pas toujours, même si E [X ] <∞.
I MX+Y (s) = MX (s)MY (s) pour v.a. indépendentes X ,Y .
I Il y a des tableaux avec plusieurs v.a. standardes
I La fonction caractéristique est semblable et souvent plus utile



Résultat sur MX (s)
I Supposons que X est une v.a. et qu’il existe s0 > 0 tel que

MX (s) <∞ pour |s| < s0.
I Alors E [|Xn|] <∞ pour tout n et

MX (s) =
∞∑

n=0
E [Xn]sn/n!.

I Preuve :
1. Soit Zn =

∑n
k=0(sX )k/k!.

2. Zn → esX (définition de somme infinie, expansion de la fonction
exponentielle)

3. Fixez s, |s| < s0

|Zn| ≤
n∑

k=0
|sX |k/k! ≤ esX + e−sX ≡ Y ,

E [Y ] = MX (s) + MX (−s) <∞.

4. Par convergence dominée,
E [esX ] = limn→∞ E [Zn] =

∑∞
n=0 E [X n]sn/n!.



Signification de « génératrice des moments »
I Rappel MX (s) =

∑∞
n=0 E [Xn] sn

n! = 1 +
∑∞

n=1 E [Xn] sn

n! .
I Première dérivée:

M ′X (s) =
∞∑

n=1
E [Xn]nsn−1

n!

=
∞∑

n=1
E [Xn] sn−1

(n − 1)!

=
∞∑

n=0
E [Xn+1]s

n

n!

I m-ième dérivée :

M(m)
X (s) =

∞∑
n=0

E [Xn+m]s
n

n!

I MX (0) = 1, M ′X (0) = E [X ], M(m)
X (0) = E [Xm].



Mesures associées aux variables aléatoires

I Soit X une variable aléatoire sur un espace de probabilité
(Ω,F ,P)

I (R,B, µ) est un espace de probabilité elle aussi, où

µ = L(X ) = PX−1

est la distribution ou la loi de X .
I Si B ∈ B, X−1(B) ∈ F et µ(B) = P(X−1(B)) = (PX−1)(B).
I Pour −∞ ≤ a ≤ b ≤ ∞,

I [a, b] ⊂ R,
I [a, b] ∈ B,
I µ([a, b]) = P({X ∈ [a, b]}),
I {X ∈ [a, b]} ⊂ Ω,
I {X ∈ [a, b]} ∈ F .



Exemple, suites de tirages au pile ou face, partie I

I Soit Ω = {(r1, r2, . . .) : ri ∈ {pile, face}}.
I Soit F , P les extension de J et P de Rosenthal, 2.6.
I Rappel: la probabilité de l’histoire Aa1a2...an est 2−n.
I Soit Xn : Ω→ R définie par

Xn(ω) =
{
1 rn = face,
0 rn = pile.

I On peut calculer E [Xn] = 1/2, Var[Xn] = 1/4.
I Soit Sn = 1

n (X1 + . . .+ Xn).
I Soit zn =

√
n(Sn − 1

2)/(1/2).
I Soit ω∗ = (0, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 0, 0, 1, . . .). Alors

I S4(ω∗) = 1/4,
I S8(ω∗) = 3/8,
I S16(ω∗) = 7/16.



Exemple, partie II, n = 4, n = 8, n = 16
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Exemple, partie III, la loi N(0, 1)

I Soit (R,B,P) l’espace de probabilité avec

P(B) =
∫

B
f dλ, B ∈ B,

où f : R→ R est définie par

f (x) = 1√
2π

ex2/2

et λ : B → R est la mesure de Lebesgue.
I f est la densité pour la loi P, N(0, 1), F (x) = P((−∞, x ]) est

la fonction de répartition.



Exemple, partie IV, n = 4, n = 8, n = 16
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Convergence en loi

I Soit µn une suite de mesures de probabilité boreliennes, µ une
mesure de probabilité borelienne.

I µn ⇒ µ (µn converge en loi à µ) si pour chaque fonction
f : R→ R, continue et bornée,∫

R
f dµn →

∫
R

f dµ.

I Une condition équivalente: pour tout x ∈ R,

µ({x}) = 0⇒ Fn(x)→ F (x),

où Fn(x) ≡ µn((−∞, x ]), F (x) ≡ µ((−∞, x ]).
I µn est une suite de mesures, pas une suite de variables

aléatoires.
I Cependant, si Xn est une suite de variables aléatoires sur

(Ω,F ,P), Ln = PX−1
n est une suite de mesures.



Aparté

I Soit A, B, C des propositions sur ω.

I Par exemple, X (ω) < c, Xn(ω) > d .

I Si A etB ⇒ C ,

¬C ⇒ ¬A ou¬B,

{¬C} ⊆ {¬A} ∪ {¬B}



Convergence en probabilité et en loi
I Si Xn

p→ X , µn ≡ L(Xn)⇒ L(X ) ≡ µ.
I Résultat équivalent : Si pour tout ε > 0, P(|Xn − X | ≥ ε)→ 0,

µ({x}) = 0⇒ Fn(x)→ F (x).

I Preuve : fixez x ∈ R, ε > 0. Alors pour tout ω ∈ Ω, n ∈ N,

X (ω) > x + ε et |Xn(ω)− X (ω)| < ε⇒ Xn(ω) > x ,

alors pour tout n ∈ N,

{Xn ≤ x} ⊆ {X ≤ x + ε} ∪ {|Xn − X | ≥ ε}

Fn(x) ≤ F (x + ε) + P(|Xn − X | ≥ ε)
sup

n
Fn(x) ≤ F (x + ε) + sup

n
P(|Xn − X | ≥ ε)

lim sup
n

Fn(x) ≤ F (x + ε) + 0,

et puisque ε > 0 est arbitraire,

lim sup
n

Fn(x) ≤ F (x).



Preuve, continuée
I même x ∈ R, fixez ε > 0. Pour tout ω ∈ Ω, n ∈ N,

Xn > x et |Xn − X | < ε⇒ X > x − ε,

alors pour tout n ∈ N,

{X ≤ x − ε} ⊆ {Xn ≤ x} ∪ {|Xn − X | ≥ ε},

alors

F (x − ε) ≤ lim inf
n

Fn(x) + lim inf
n

P(|Xn − X | ≥ ε)

F (x − ε) ≤ lim inf
n

Fn(x) + 0

I ε arbitraire, alors

F (x)− µ({x}) ≤ lim inf
n

Fn(x)

I Maintenant si µ({x}) = 0, (c-à-d P({X = x}) = 0)

lim inf
n

Fn(x) = lim sup
n

Fn(x) = lim
n

Fn(x) = F (x).



Aperçu du cours 7

I Fonction caractéristique
I Théorème central limite


