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Inégalité de Markov

» Soit X > 0 une variable aléatoire, soit a € (0, 00).
> Inégalité de Markov :

E[X] > aP[X > q]

» Preuve :
> Soit

Z0) = {0 X(w) < o,

a Xw)>a.

» Z < X alors par monotonicite,
E[Z] = aP[X > o] < E[X].

» Questions :
1. Donnez un exemple d'un X > 0 qui donne une égalité.
2. Donnez des conditions nécessaires et suffisantes pour une
égalité.
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Inégalité de Chebychev

» Soit Y une variable aléatoire ou py = E[Y] existe et est finie.
» Soit € > 0.
» Inégalité de Chebychev :

1
PllY — py| > ¢ < 6—2Var[Y].

> Preuve :
> Soit X = (Y — puy)?, a= €.
» Alors par I'inégalité de Markov,

1
P(|Y —py| > €)= P(X > ¢€) < e—zVar[Y].

P> Notes :
» Var[Y] = co est possible, auquel cas I'inégalité ne contraint pas.
> 2 peut étre trés grand, mais c'est fini.
» Application : borner la probabilité d'une déviation plus grande
qu'epsilon, pour chaque X, d'une suite, ot Var[X,] — 0. On
veut choisir n apres e.



Définitions de trois modes de convergence

» Soit Z1,2>, ... une suite de v.a., Z une v.a.
» Convergence ponctuelle de Z, a Z : pour tout w € §Q,

lim Z,(w) = Z(w).

n—oo
» Convergence de Z, a Z presque siire, Z, P2z
P{Z,— Z}]=1, ou P(Z, — Z) = 1.

» Convergence de Z, a Z en probabilité, Z, Ly & pour tout
e >0,

Pl{|Zy—Z| > €}] = 0, ou P(|Zy— Z| > €) — 0.



Convergence en probabilité mais pas convergence p.s.

» Prenez I'espace de probabilité (2, F, P) ou Q = [0, 1], F = B,
P la mesure de Lebesgue.
» Soit A; =Q=[0,1], A, =[0,1/2), A3 =[1/2,1],
Ag = [07 1/4)' As = [1/47 1/2)' As = [1/2a3/4)' A7 = [3/47 1]'
Ag = [0,1/8), ... (prochaine diapo).
» Soit X =0 et pour tout n € N, X, =14, (w).
» Convergence presque siire?
> Pour tous w, liminf, X,(w) = 0, limsup, X,(w) = 1.
» Echec de convergence pour tout w € Q!
> Alors P[{X, — X}] =0.
» Convergence en probabilité?
> P(X,=X)~1—1/n— 1.
> Alors pour tout € >0, P(|X, — X| >¢€) — 0.
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Une condition suffisante pour convergence p.s.
La condition : pour tout € >0, >721 P(|Z, — Z] > €) < 0.
Preuve de suffisance :

» Supposez que la condition soit vraie. Soit € > 0.
> Alors

S P(1Zh—Z| =€) < o0,

n=1

m'l“ookz P(|Zx — Z| > €) = 0.

» Pour m fixe,
P(miil Uiozn|zk_z‘ 26) < P( iozm’Zk_Z’ > 6)

< i P(1Zc — Z| > e).

k=m

» Puisque m est arbitraire, P(|Zx — Z| > € i.0.) = 0.



Preuve, continuée

Rappel : la condition (dite suffisante) de I'avant-derniére diapo
entraine P(|Zx — Z| > € i.0.) = 0.

Alors (nous utilisons ce résultat a la derniére équation)
P(3e >0,|Z,— Z| > €i.0) < P3 >0, €Q,|Z,— Z| > € i.0.)
= P(Uecq,,|Zn — Z| > €i.0.)

< S P(Z,-2|>¢cio)=0.
e€Q,e>0

Alors
P(Ve > 0,|Z, — Z| < ea.a.) =1,

P(Z,— Z) = 1.
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Convergence presque slire — convergence en probabilité

Preuve :

» Supposez que P(Z, — Z) =1 (convergence p.s.).
» Soit € > 0.
» Soit A, ={3Im > n,|Z, — Z| > €}.
> Alors
An \\NpA, CH{Z, A Z}.
P(An) — P(NhAn) < P(Z, 4 Z) = 0.
P(1Zy — Z| =z €) < P(As) — 0.

» Puisque € > 0 est arbitraire, pour tout € > 0,
P(|Z, — Z| > €) — 0 (convergence en probabilité).



Deux exemples

Soit Y =Z=0, Y,, Z, des suites de v.a. sur un espace de
probabilité (2, F, P) telles que

> Pr[Y,=0]=1-1/n? Pr[Y,=1]=1/n

» Pr[Z,=0]=1-1/n, Pr[Z,=1] =1/n.
Par exemple, sur (R, B, P), ou P((a, b]) = min(b,1) — max(a,0)
pour b > a,

> Yn = 1[071/,-,2]
> Zn=10,1/n]



Deux exemples, suite

Pour la suite Y, :

> Pr[Y,#Y]=1/n* = 0alors Y, & v.
> S Pr[Yn # Y] =302, 1/n% = 7% /6 < oo alors Y, 23 Y.

Pour la suite Z, :

> Pr[Z,# Z]=1/n—0alors Z, 5 Z.
» Mais Y} 02 Pr[|Z, — Z| > 1] =372:1/n= 0.
» Si Z, =1[9,1/y €t P est la mesure de Lebesgue sur Q = [0, 1],
(comme dans |'exemple de la diapo précédente)
P(Z, — Z) =1 (la condition est suffisante, pas nécessaire).
» Par contre, si les Z, sont indépendants, par Borel-Cantelli (ii)

P(|1Z,—Z|=1i0)=1, P(Z,— Z)=0.



Une faible loi de grands nombres

» Une faible loi de grands nombres :
> Soit X1, Xz, ... des v.a. indépendents, S, =137 | X
» Supposez que pour tous n, E[X,] = m < oo et
Var[X,] < v < .
> Alors S, & m.
> Preuve :
» Pour tous n, E[S,] = m et Var[S,] < v/n.
> Par I'inégalité de Chebyshev, P(|S, —m| >¢) < Y% — 0.



Une forte loi de grands nombres

» Une forte loi de grands nombres
> Soit X1, Xz, ... des v.a. indépendents, S, =137 | X
» Supposez que pour tous n, E[X,] = m < oo,
E[(X, — m)* < a< o0.
> Alors P(S, — m) =1,



Preuve, forte loi de grands nombres
» Notez que (X; — m)? < (X; — m)* + 1 pour tout w € Q. (Si
(X,' — m)2 > 1, (X, — m)2 < (X, — m)4.
» Supposez que m = 0, sans perte de généralité.
» Remarquez que S = # 2oijikt XiXiXueXi.
> Alors

1
E[Sal = — > E[XiXXiX]

ik,

1 4

- [T (3) Sz evex

i P>

1 2

< F(na +3n(n—1)v°).

> Alors
a+3v?

P(|Sn| > €) = P(|Sa|* > €*) <

n%e*
H . o
et la somme suivante converge : 721 P(|Sp| > €) < o0.



Inégalité de Jensen

v

Soit ¢: R — R convexe.
Soit X une v.a. avec E[X] fini.
Par la convexité de ¢, il y une fonction g: R — R telle que
» g(x)=ax+b
> g(x) < ¢(x)
> g(E[X]) = ¢(E[X])
Il est possible que ¢ n'ait pas de dérivée a E[X], auquel cas g
n'est pas unique.
L'inégalité de Jensen :

E[p(X)] = Elg(X)] = aE[X] + b = ¢(E[X]).

Note : Si g n'est pas unique, tous les choix donnent le méme
résultat.
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Applications de I'inégalité de Jensen
1. Kurtosis K, s'il existe, vérifie K > 1, ol

_E[(Z - )Y
A= (v amnEa

Supposons que les quatre premiers moments existent et sont
finis. Soit Y = Z — pu. Prenez ¢(x) = x?, X = Y2

2. Kurtosis d'un mélange-échelle Z de v.a. gaussiennes. Soit
Y=Z7—upu, o2 |a variance aléatoire.

E[Y*] = E[E[Y*]0%)] = E[30*] > 3E[0°,
E[Y?] = E[E[Y?|o*]] = E[0°),
K > 3.

Premiére équation : X = 02, ¢(x) = x2.
3. La fonction d'utilité u(x) concave, richesse X. (¢(x) = —u(x))

—E[u(X)] = E[-u(X)] = —u(E[X]), u(E(X)) = E[u(X)].



Une note sur les fonctions de répartition

» La fonction de répartition : F(x) = Pr[(—o0, x]].
» Monotonicité de F par monotonicité de probabilité.

» Continuité a droite :
Xn \l X = (—OO,X,,] \l (—OO,X] = F(Xn) - F(X)v par
continuité de probabilité.

» Continuité a gauche? : x, /' x, x, < x = (—00,x,]
(—00,x) = F(xn) — F(x) — Pr[{x}].

> limy00 F(x) = P(Q) =1, limy__ F(x) = P(0) =0 par
continuité de probabilité.



Apercu des chapitres 9 et 10

» Chapitre 9
» Lemme de Fatou
» Théoreme de convergence monotone, une méthode plus flexible
de démontrer lim,_, o, E[X,] = E[X].
» Deux applications : les dérivées des espérances, la fonction
génératrice des moments.
» Chapitre 10

» Convergence faible, en loi



