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Plan (résultats asymptotique)

P Les résultats asymptotiques reposent sur des conditions de
regularité.

» lllustration des violations de ces conditions.

» Théorie asymptotique des estimateurs MV.



Un modele de mélange |

> Les X; sont iid, chaque X; un mélange de deux gaussiens

FOsie) = po (1) (1= ppo (212

02

» Le vecteur de paramétres est 6 = (p, u1, 42,01, 02).

» Irregularité | : parameétres non-identifiés

> (label switching)
F(X]0) = f(X0)

ou
0" = (1 — P, M2, H1, 02, Ul)
» (non-identification sous I'hypothése p = 1)
f(X|(17 M1, 42,01, 02))

ne dépend pas de u», 05.



Des mélanges de deux gaussiens
x = seq(-3, 3, by=0.001); y = dnorm(x, 0, 1)
yl = 0.5 * dnorm(x, O, 1) + 0.5 * dnorm(x, 0, 3/2)
y2 = 0.8 * dnorm(x, -1/4, 1) + 0.2 * dnorm(x, 1, 1)
plot(x, y, type='1'); lines(x, yl, col='green')
lines(x, y2, col='red')
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La question d'identification (ponctuelle)

» ldentification | : (ol 6 est la vrai valeur)

0 # 0o = f(-|0) # f(-[0o).
» Sinon, 6 et Ay sont observationnellement équivalent.
» lIdentification Il :

01 # 602 = f(:61) # f(-|02).

» La deuxiéme condition est plus forte. En pratique, elle est
souvent la condition a vérifier, mais quelquefois I'identification
(ou I'absense) est locale.



Un mélange extréme de deux gaussiens

> |Ci, P = 0.01, M1 = 0, M2 = 2, g1 = 1, [ 0.01.

y = 0.01*dnorm(x, 2, 0.01) + 0.99*dnorm(x, 0, 1)
plot(x, y, '1')
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Un modele de mélange Il

» Rappel : 0 = (p, p1, pi2, 01, 02)

» Irregularité Il : la vraisemblance n’est pas bornée
> x = (xi,...,X,) est arbitraire. Soit x =n"1Y x;.
> Soit 9(6) = (p7/J/17/J’270-1(6)70-2) = (n_l,X17)_(,€,S).
_ _ _ _z 2
> f(alf(e)) =t o + (L= e a2
> |im5¢0 f(X1|9(6)) = 00,
> |im6¢0 f(Xz, NN ,Xn|9(€)) 76 0,
> alors limjo f(x]0(¢€)) = .
» D'autres chemins ou la vraisemblance croit sans borne

> p e (0,1) arbitraire
> d’autres choix de u2, o2
P échange d'index

» D'autres modeéles de mélange



Une vraisemblance non-bornée




Le modeéle de mélange, implications pour la loi a posteriori

> Mettons que la vraisemblance n'est pas bornée.

» Pour certaines lois a priori, la densité a posteriori est bornée:
> Si X~ N(u,w™1) et w~ Ga(a, B),

F(xi) oc w'/? exp [—iw(x — ,u)z] . f(w) ox w e P,

» Bornée ou non, si la densité a priori est propre, la densité a
posteriori |'est aussi.
> Méme si la densité a priori est impropre, la densité a posteriori
est souvent propre (mais il faut le vérifier).
» Dans le cas ol la densité a posteriori est propre,
» |a région ou la densité postérieure est plus grande que le
maximum local régulier a souvent une probabilité négligeable,
méme si la densité postérieure n'est pas bornée.



Un modele Bernoulli
> Xi,...,X, ~iid Bn(p)
» R =71 X est une statistique suffisante minimale pour p.
> Sir=0,

> f(xlp) =(1—p)"

> pPuyv(x) = 0 (solution de coin),

» Var,[pmyv(X)] = 0 quand p = puv(x).

» Irregularité :

> pPuv(x) se trouve sur la frontiere de © = [0, 1].

> La dérivée (a droite) de log f(x|p) n'égale pas a zéro a
I'estimation MV :
Olog f(x|p) _ Onlog(1—p)

ap ap = _n/(l_p)|p:0:_n‘

p=0 p=0
» D'autres cas :

P> Modeéles avec restrictions sur les paramétres.



Un modeéle Bernoulli, continué
Si p ~ Be(a, ), p|r ~ Be(a, 8+ n) quand r = 0.
Voici la densité pour r =0, n=10, a = =1/2:
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Un modele uniform
> X1,..., X, ~iid U(0,6).

> X(1) = max; X; est une statistique suffisante minimale pour 6.

> Ici,

> f(x]0) = 0_"1[){(1)’00)(9).
> Oy = X(l), la valeur minimale possible de 6
» Pour 6 > X(1),

> log f(x|0) = —nlog6
> dlog f(X]0) __ _n

Slog rxj0)
> B[ 1=—570

> Irregularités :

» |e support de X; dépend de 6
P on ne peut pas prendre la dérivé dans l'intégral

0

9 _ 9 b1 1
9 J, f(x|0) dx =0 mais /0 %f(x,-|0)dx:/0 9—2dX:f§.



Conditions de Régularité (page 516)

Pour convergence de I'estimateur MV :

1. X;j ~1iid f(x|#) pour 6 = 6y € ©.

2. 0 =0 - f(0) £ F(-0).

3. Le support de f(x|0) ne dépend pas de 0, f(x|0) est dérivable
en 6.

4. fp € int(w), pour w C O, w ouvert.

Pour la normalité et I'efficacité asymptotique on rajoute :

5. Pour tout x € X, f(x|0) est trois fois continuement dérivable
par rapport a 0; [ f(x|0) peut é&tre dérivable trois fois a
I'intérieure de I'intégral.

6. Une borne sur le troisieme dérivé de log f(x|0).



Information de Fisher, deux formes
> lci, X = (Xi,...,Xn), x = (x1,...,%n).

» Deux dérivées de la log vraisemblance, si elles existent :

0log f(x|0) _ 1 Of (x|0)

0T f(x|6) 00T
O?logf(x|0) 1  0*f(x]0) 1 0f(x|0) 9f(x]0)
90007 f(x|0) 00007 f(x|6)2 00T 00
1 9%F(x|) _ Olog f(x|0) O log f(x|0)
~ f(x|0) 00007 00T 06

> Espérance des deux cOtés, si on peut passer I'espérance aprés
les dérivées :

£ 0? log f(X16) _ {8logf(X\9)8logf(X|9)
o1 90007 - 20T 20

= —1,(0)

P Attention : existence des dérivées, changement de ['ordre.



Une remarque

Si I'espérance du score est nulle,

E, [8 log f(X|9)}

0T =0

alors

0log f(X|0) Olog f(X|9)] B [8Iogf(X|€)}
Ee{ 967 oo |~V aer



Information de Fisher pour une observation

La méme démarche pour f(x;|6) au lieu de f(x|0) donne

£y | ZIoEHGHIN | - g | PoeTuin De JKIO) - i

90067 a7 00



Additivité de |'information de Fisher

On considére ici les modéles ou les X; sont iid et on peut échanger
I'ordre de I'espérance et le gradient.

> Siles X; sont indépendantes, les dlog f(X;|0)/00 le sont aussi.

» Si on peut changer I'ordre de I'espérance et le gradient, ils ont
une expérance de 0.

> Alors

i dlog f(X;]0) i dlog f(X;]0)
o0 00

i=1 i=1
B ZE {8I0g f(X;|0) O log f(X; |9)]
Tt 90T 90

Ih(0) = Ey l




Exemple gaussien
Supposons que y = X3 + u, u ~ N(0,021,), la matrice X des
covariables est n x K, le paramétre J est K x 1 et le paramétre
scalaire 02 est connu. Alors

£(5:y) = 5 log(2m0%) — 5 (v — XB) T (y — XB)

20
n 1
= log(2m0?) — 5 (y'y = 28" Xy + BT X" XB)
oLBy) T T T,
25T (X XB—X'y)= X
Puisque E[u] =0,
LB y)] _
[220)]
La matrice hessienne ne dépend pas de 5 :
2 :
w - —iXTX.

opTog o2



Exemple gaussien, continué

Ici, la variance du score est moins |'espérance de la matrice
hessienne :

Var [aﬁa(ﬁﬂTy)

_E [05(6; y) OL(B: y)
oBT op

1 1
= FE[xTuuTX] = ?XTX

Dans un contexte bayésien oti 3 ~ N(3, H™1),

Bly, X ~ N(3,H™Y),



Gradient de la log vraisemblance

>

>

>

Soit 1(6; x) = Y1, log f(x;|0).
Soit § I'estimateur MV, g la vraie valeur du paramétre.

Expansion Taylor du gradient 3 6 (ol limg_, h(0) = Okxk)

al(é;x) _ 0l(bo; x) 0?1(0y; x) » e
00T~ o0m T apagr (0~ Vo) h(O)(O = bo).

Alors si le gradient a gauche est nulle,

2 ;X A ! ;X
60~ G ] 2

Notes : on a besoin de

» |'existence d'un maximum intérieur de la vraisemblance
P |'existence des dérivées jusqu'au deuxiéme ordre
» la non-singularité de la matrice hessienne



Continuous mapping theorem

» Si g(-) est continu, X, X1, Xz, ... des vecteurs aléatoires,
Xn —>P X = g(Xn) _>P g(X)a

Xn —ps X = g(Xn) —ps 8(X),
Xn —da X = g(Xn) —q g(X).

» Notes

» Le théoréeme de Slutsky est un cas spécial parce que
Xo—=p Cc=> X, =g C.

» Slutsky : si X, =g X et Y, —=pc, Xo+ Y, =g X +c,
XoYn —a X, Xo/Yn —a X/csic>0.

» On peut relacher la continuité : g peut avoir un ensemble D de
points de discontinuité avec P(X € D) = 0.



Pour préparer une analyse asymptotique

» Pour préparer une analyse asymptotique, on peut écrire

A 102(00;x) 1, ] ' [101(60;x)
) = |2 N0ix) L, 1 .
(0= 0o) l PR T AR C) [n 207

[_182/(00;x) 1 - 1 91(0o; x)

00007 +nh"(0)] {fn 20T




Théoreme central limite, loi de grand nombres pour le
gradient

1 91(6o 0 log f(Xi|6o)
f 89T f Z 007
» Pour la vraie valeur 8g, les termes sont iid, avec
9 log f(Xilto) 0 log f(Xi|6o)
E90 |:80ﬁ:| = 0, Vargo |:89T:| = /(90)

» Par une loi de grand nombres,

101(00; x)

ST 00T —p 0.

» Par un théoréme central limite,



Notes sur le gradient

On a besoin de

> |'existence des dérivées, échange d'ordre (intégral, dérivée),
» une variance fini,
> X; indépendents, identiquement distribués.



Loi de grand nombres pour la matrice hessienne et son
inverse

182/(00;)() B 02 log f(X;|6o)

1 n
n 90007 _;; 20007 p (o)

P Par le théoréme « continuous mapping, »

1 021(6o; x) - 1
ln opop | e )



Combinaison des résultats

> Convergence de (f — 0) en probabilité :

162/(90;x)]_1 [18/(90;x) S0

(6= b0) [_n 06067 n 967

> Convergence de v/n(f — 6) en loi :

A 10%1(0y; x - 101(6y; x
Vin(0=t0) » [_ae(a(;T)] [\f(aeoT)

» Remarquez que /(6g)~! est la borne inférieure Cramer-Rao.
Sous les conditions de régularité, 8, est un estimateur
asymptotiquement efficace de 6.

—q N(0, I(6p)71).



Distribution asymptotique de la statistique test LRT

» Considérez I'hypothése ponctuelle Hy : 0 = 6.

» Développement quadratique de /(6|x) autour de 6, évalué a 6

9?1(0; x) , »
T ! _
90007 (6 —00)+...

1(601x) = 181x) + 5(0 — 60)

» Sous I'hypothése nulle Hy : 8 = 6,
~2log A(x) = —2(/(Bolx) — 1(9]))

+021(8; x)
0060 T

—q (6 — 6p) (0 — 00) —a X3



