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Plan

1. Modéles 3 facteurs
2. CAPM
3. APT



Modeles a facteurs : motivation

» Pour bien prévoir les rendements de portefeuille, il faut
considérer les covariances entres actifs.

» Il y a de la variation commune des prix des actifs différents.

» Considérez le modele (incomplet) suivant pour N actifs :

Re = ar+ e, €~ (0,X;),

ou
» R;, N x 1, est un vecteur de rendements,
> E[Etl}—tfl] = O,
> a; = E[R|Fr—1] est N x 1,
> Y, = Var[Ry|F;_1] est N x N. (N(N +1)/2 éléments distincts)
» O(N?) variables par période, c'est beaucoup a modéliser
(danger de surapprentissage) avec seulement O(N)
observations par période.
P> Les modeles a facteurs capturent la covariance des actifs de
facon plus parcimonieuse.



Modele a facteur : définition

» Considérez le modele alternatif suivant :

v

Rt:3t+8ﬂ+€ta GtN(O,Z),

ou fy ~ (0,9Q) est un vecteur K x 1 de facteurs, B est une
matrice N x K de coefficients de saturation (factor loadings),
Y est une matrice diagonale et €; est un vecteur de bruits blanc
indépendant de f;.

Var[R:] = BQBT + X.

K est beaucoup moins grand que N (souvent K = 1).

B a KN éléments, ¥ a N éléments non-nuls, Q a K(K +1)/2
éléments distincts.

Un petit nombre de facteurs capture la covariance des
rendements.

f: peut étre observé (rendement du marché par exemple) ou
latent.



Interprétation des facteurs

» Dans le modele CAPM, K =1 et le seul facteur est Ry, le
rendement du marché (le portefeuille de tous les actifs d'une
économie).

> Les facteurs peuvent étre :

>

>

>

le rendement des portefeuilles construits pour capturer autant
de covariation que possible.

le rendement des portefeuilles construits pour résumer les
sources de risque commun.

les variables macroéconomiques observables.

latents, auquel cas on donne une loi paramétrique pour les
facteurs et on estime conjointement les facteurs, les parameétres
qui gouvernent les facteurs ainsi que les autres paramétres du
modeéle.



Le modele CAPM

> Un modeéle simple avec des agents qui font des placements.
» Leurs préférences dépendent seulement de la moyenne et de la
variance du rendement.

» Chacune des hypothéses suivantes justifie cette approche :
P les agents ont des utilités espérées quadratiques :

v(w) = —(w — )%

» |a loi du vecteur des rendements est gaussienne
» Les préférences sont statiques, pas dynamiques.
» On suppose que la moyenne et la variance du vecteur
R = (Ry,...,Rn) de N actifs sont constantes et on utilise
toutes les observations pour estimer la moyenne et la variance.
» On utilise souvent des données mensuelles, ou les hypotheéses
de normalité et homoscédasticité sont plus raisonables.



L'importance de la diversification

>

>

Mettons qu'il y a deux actifs, avec vecteur R = (Ry, Rz) de
rendements.

La loi de R est
R = (R, R2) ~ (1, Q)
ol
p= | _| o8 poio2
T |2 " |poro2 05 |
On investit dans un portefeuille p avec poids w = (w1, w2), ou

dw=1,1=(11).

Le rendement du portefeuille est R, = W' 'R=wiR +wRy.
La moyenne et Ia variance de R, sont i, = w'p et

03 = w'Qu = wio? + 2w1w2p0102 + wio3.
L'ensemble des (op, j1p) possibles est

{(Vw'Qu,w'p) s w1 +wp =1},



[llustration : code

# Premier actif, moyenne élevée, risque élevé

mul = 0.02; s1 = 0.10;

# Deuxiéme actif, plus sécure, moyenne moins élevée

mu2 = 0.01; s2 = 0.05;

# Trois wvaleurs possibles pour la corrélation

rhol = 0.1; rho2 = 0.5; rho3 = 0.9

omegal = seq(-1,2,by=0.001); omega2 = l-omegal

mup = omegal*mul + omega2¥mu?2

s2pl = omegal”2*s172 + 2%omegal*omega2*rhol*sl*s2 + omega?l
spl = sqrt(s2pl)

s2p2 = omegal”2*s172 + 2%omegal*omega2*rho2*sl*s2 + omega?l
sp2 = sqrt(s2p2)

s2p3 = omegal”2*s1°2 + 2%omegal*omega2*rho3*sl*s2 + omega?l
sp3 = sqrt(s2p3)



lllustration : graphique
plot(spl, mup, type='l', x1im=c(0,0.15), col='blue')
lines(sp2, mup, type='l', x1lim=c(0,0.15), col='green')
lines(sp3, mup, type='l', xlim=c(0,0.15), col='red")
points(c(sl,s2), c(mul,mu2))
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L'importance de la diversification Il

» Fixons wi,wy € (0,1), faisons varier p. Alors

Mp = W11 + w22
2,2 _ 9 252 < 52 < 2 2
W01 — 2W1W20102 + W30, < 0 wlal + 2wiwa0102 —|—w202

(w10'1 — (,4.)202)2 < Ui27 < (wlal + (,4.)202)2

» Inégalité a gauche : p=—1
P |négalité a droite : p=1.
» Dans le pire cas, p =1, (0p, f1p) est une combinaison convexe
de (o1, p1) et (o2, 12).



Version Black du CAPM

» N actifs: R, w, psont N x1, Qest NxN.

P Les rendements sont réels. Pour |'analyse empirique, il faut les
rendre réels avec une indice des prix.

> L'ensemble de (0,, 1p) faisable est {(vw'Quw,w'p) : w'e = 1}.

» La frontiére minimum variance (FMV) est

{(VwQw,w'n) : w'e =1, il n'existe pas de & t.q.
=1, dp=du, W <JQw}.

» La frontiére efficace (FE) est

{(VwQw,w'n) s w'e =1, il n'existe pas de & t.q.
Gir=1, dpu>d'p, IO <Qui.



Comment trouver la FMV |

» Soit 1, une valeur arbitraire de la moyenne E[R,] a cibler.

» Pour ce qui suit, pp est un parametre; on choisit le portefeuille
a variance minimale parmi les portefeuilles ayant cette moyenne.

» On trouve la solution paramétrique (comme fonction de 11,,) de

mwin w'Qu tel que w'p = pp, w'e = 1.
» La fonction de Lagrange est (le facteur % pour simplifier)
L=30'Qu+ 01 (pp — w'p) + 52(1 — w'e).
> Q est défini positif, alors il y a un minimum unique ou
Quw — 610 — dot =0

szwlﬂ
1=uwh

» La premiere équation est vectorielle (N équations scalaires).



Comment trouver la FMV |l

» Avec Qw — 1 — dpe = 0, on trouve w en termes de 7 et & :
w=(Q71p)d1 + (Q1)do.

> La substitution de w dans pp = w'p et 1 = W't donne deux
équations scalaires en termes des scalaires §; et d5 :

tp = (W Q)01 + (V7 p)d2 = Béy + Abs.

1= (W )o + (VQ )b = Ady + Coo.

pe| 1 C —A| [
1| BC—A|-A B||1

» Leur solution est

HEA

-1




Comment trouver la FMV I

» La substitution de &; et &> dans w = (Q 1pu)dy + (Q1)d2

donne
wp = g + hup,
ou
_ BQ 1, — AQ_l,u
E="(BC_ M)
b= CQ 1y —AQ 1,
B (BC — A2)

qui donne (/w},Qwp, p1p) sur la FMV.

» Remarquez que (/g =1 et /h=0.
P> g est le vecteur de poids d'un portefeuille.



Résultats |

» Si p et p’ sont des portefeuilles distincts sur la frontiére
minimum-variance,
> Pour chaque A € R, A\p + (1 — A\)p’, est sur la FMV lui aussi.
» Pour chaque g sur la FMV, il existe un A € R tel que
g=Ap+(1-A)p"
» Le portefeuille avec le minimum de variance global a les poids,
la moyenne, et |'écart type suivants :

1 -1, _ JQ 1
U1, Ho =1, )

wo =

» Si p et r se trouvent sur la FMV,

JQL

COV[RP) Rr] = (M’Q_lu)(L/Q_lL) — (L,Q_llu)g (IUP_MO)(,U’r_,UO)

2
+UO




Résultats Il

» Si un portefeuille w, # wo se trouve sur la FMV, il exist un
portfeuille unique op, le portefeuille zéro béta de p, tel que
cov[Rp, Rop] = 0.

» Pour n'importe quel portefeuille a et n'import quel portefeuille
p sur la FMV, les coefficients de la régression

Rs = Bo + 51Rop + /82Rp + €, E[5a|Rp7 Rop] =0

sont
P2 = Pap = cov[Ra, RP]/O'/%

B1 = cov[Ra, Ropl /02y = 1 — Bap
Bo=0

La moyenne du rendement de a s'écrit

ta = E[Rs] = Bo+ B1E[Rop| + B2E[Rp] = (1~ Bap) ttop+ Baphip



Version Sharpe-Lintner du CAPM |

>

>

v

Dans cette version, en plus des N actifs, on a un actif sans
risque, avec un rendement Ry non-aléatoire.

Soit (w,1 — we) le vecteur de poids pour N + 1 actifs, le
dernier étant I'actif f sans risque.

1 et Q sont comme avant, N x 1 et N x N.

On n’a plus besoin de contrainte pour la somme des poids.
Pour trouver la FMV, on trouve la solution paramétrique w, de

min Fw'Qu tel que w'pi 4 (1 — wW't)Re = pp,

ou yip, le cible pour la moyenne, est un parametre.
La solution est

Hp — Ry 1 -
Wp = Ry = Reo) (1 — Ret) = cp@

ot @ = Q Y — Re).



Version Sharpe-Lintner du CAPM I

>
>

Notez que w ne dépend pas de fip.

On place wpt dans le portefeuille wq des actifs avec risque.
0 1

. S— T D)

Ve o Q7w — Ryt

On met 1 — wpt = 1 — ¢, dans I'actif sans risque.
La portefeuille w, est le portefeuille de tangence. Son écart

type est 1/t,u{;,qu et sa moyenne est wf_.,,u.

Pour un portefeuille a, la pente sr, du droit de (0, R¢) a
(02, ta) est le ratio de Sharpe.

Ma_Rf

Oa

Sry; =

On peut interpreter sr, comme la moyenne de I'excés de
rendement pour chaque unité de risque.
Le portefeuille g maximise sr.



Complétion du modele CAPM

P> La pertinence de la FE dépend de I'hypothése que seulement la
moyenne et |'écart-type d'un portefeuille importent.

» Si on trace les courbes d'indifference d'un investisseur, on peut
trouver son portefeuille optimal.

» On compléte le modeéle CAPM avec une condition d’équilibre.
Si tous les investisseurs ont les mémes attentes (1 et Q sont
pareils pour tous), et tous choississent un portfeuille efficace, le
portefeuille m du marché (le portefeuille global) doit étre
efficace.

» On utilise souvent une indice comme le S&P 500 comme proxy
du marché, et les bon du trésor comme proxy de I'actif sans
risque dans la version S-L.



Implications Testables, un actif : Version S-L
» Dans la version S-L, le rendement du marché R,, est le
rendement FMV R,,, Rf est le rendement zéro-béta Rop.
» L'équation R, = (1 — Bap)Rop + BapRp + €a devient, pour le
portefeuille a égale a I'actif i/, R; = (1 — Bim)Rf + BimRm + €.
» La version Sharpe-Lintner entraine les implications testables
suivantes :

E[Ri] = Rf + Bim(E[Rm] — R¢),

cov|Ri, R
Bim = [ I m]

» Si on défine le rendement excédentaire Z; = R; — Ry de I'actif
i, on obtient

var[Rpm]

E[Z}] = BimE[Zp],
ou
cov[Zi, Zm|
var[Zpm]

Bim =

)

une équation de régression a constante nulle.



Implications Testables, un actif : Version Black

» Pour la version Black, on a I'implication
E[RI] = (]- - Bim)E[Rom] + 5imE[Rm] = aim + 5imE[Rm]a
ou
E[RI] = 7(1 - 5im) + 5imE[Rm]a

ol
Aim = E[Rom](]- - Bim) Vi7

v = E[Rom]-

» Notez bien que la constante v ne dépend pas de i, ce qui est
une restriction testable.



Modele de marché (plusieurs actifs) : Version S-L

» On enfonce le modeéle CAPM dans un modéle du marché.
» Modele de marché pour la version S-L :

Zy = a+ BZmt + €
€t (ON, Z)
2
me ~ (:U’mv Um)
COV[th, Gt] = ON
> 7, est le vecteur N x 1 des rendements excédentaire de N
actifs ou portefeuilles.
> [ est le vecteur N x 1 des bétas.
» 7.+ est le rendement excédentaire du marché.
> Notez que pip, ici est une moyenne d'un rendement

excédentaire.
» L’hypothése nulle entrainée par le CAPM est Hy : « =0



Modele de marché (plusieurs actifs) : Version Black

» Modele de marché pour la version Black :
Rt = o+ BRme + €t
€t (ON, Z)
Rmt ~ (:U’m7o-r2n)
COV[Rmt, Et] = ON

> R; est le vecteur N x 1 des rendements réels

» Hypothese nulle entrainée par le CAPM: Hy : oo = (v — 5),
pour un -y scalaire quelconque, qui représente la quantité
E[Rop] inobservée.

> Autrement identique.



Détails économétriques : versions gaussiennes

» On suppose souvent que les rendements sont i.i.d. N(u, Q).
» On se sert souvent des rendements mensuels. L'approximation
gaussien n'est pas si mal que pour les rendements journaliers.
» Pour la fonction de vraisemblance, les estimateurs MV, est les
statistiques tests du CAPM : CLM, Section 5.3.
» Dans la version S-L, le modele est tres standard et il y a une
expression a forme réduite des estimateurs.
» Dans la version Black, le paramétre +y, qui représente E[R,,],
cause des probléemes, mais il y a un processus itératif pour
trouver les estimateurs.



Détails économétriques : version non-gaussienne

» Quand on ne veut pas supposer que les rendements sont
gaussien, on utilise souvent |'approche GMM (détails la
semaine prochaine). Voyez CLM, Section 5.6.

» Avec la méthode GMM, on fait de |'estimation a partir des
conditions de moment

Elg:(0)] = E[h: ® €:] = 0,

ou g¢(0) est une fonction des paramétres et des données.
» Pour la version Sharpe-Lintner, les conditions E[e;] = 0 et
Ele;Zmt] = 0 s'expriment avec

h/t = [1 th} )

€t =2t —a— Lt
et 0= (o, 8.



Anomalies |

» Au début (début des années 70) les signes empiriques étaient
favorable pour le CAPM.

P 2 partir de la fin des années 70, il y a des signes moins
favorable.

» Le CAPM implique que seuls les bétas expliquent la coupe
transversale des moyennes.

» Donc trouver des caractéristiques des actifs qui expliquent la
moyenne étant donné les bétas est donner un signe contre le
CAPM.

» Basu (1977) montre I'effet prix-bénéfice. Le plus bas le ratio
prix-bénéfice, le plus grand la moyenne, relative a la prévision
du CAPM (basé sur le béta).



Anomalies ||

» Banz (1981) montre |'effet de taille. Le plus bas la taille de
I'entreprise, la plus grande la moyenne (relative).

» Les deux anomalies pourraient étre reliées, car les deux
quantités sont corrélées.

» Fama-French (1992, 1993) montre que les actifs avec un grand
ratio valeur comptable/valeur marchande ont des moyennes
“trop” grandes.

» DeBondt et Thaler(1985) et Jegadeesh et Titman (1993)
montre que les perdants (actions dont le rendement du passé
récent était faible) ont des moyennes trop grandes (et I'inverse
pour les gagnants).



Démonstration des anomalies

» Une facon de démontrer ses anomalies et de
» construire un “bon" portefeuille selon I'effet en question
(e.g. avec moins d'actions des grandes entreprises et plus
d’actions des petites, relatif au marché)
» démontrer que son ratio de Sharpe est plus grand que celui du
marché.



Des ripostes

» On peut riposter :

» “Data Snooping” : on essaye plusieurs tests, sans motivation
théorique, et par hasard, quelques-uns indiquent un départ
significatif.

P biais de sélection : les actifs des entreprises qui font faillite
pendant la période d'observation sont écartés de I'échantillon.
Les petites entreprises font faillite plus souvent, et les survivants
ont un rendement plus élevé.

» (C'est seulement I'efficacité du proxy du marché qui est mise en
cause par les tests. Mais Kandel et Stambaugh (1987) et
Shanken (1987) démontrent que si la corrélation entre le proxy
et le marché est plus grand que 0.7, le rejet du CAPM avec le
proxy entraine le rejet du CAPM avec le marché inobservable.



La théorie d'évaluation par arbitrage (APT)
» La APT (Ross, 1976) est un exemple d'un modéle avec
plusieurs facteurs.
» On commence avec :

R =aj+ biifi + bipfh +...bixfxk +¢; i=1,...,N

N

ou

» fi,...,fk sont des facteurs (souvent des portefeuilles ou des
variables macroéconomiques)

» bj est la sensibilité de R; au facteur k (factor loading).

€; est une variable tel que €|f ~ (0, X).

> Méme chose en vecteurs:

v

R,-:a,-+b,ff+e,- i=1,...,N

» Empilation des N équations:

R a+ B f + €
Nx1 Nx1 NxKKx1 Nx1



Résultats |

» Le modeéle du marché dans lequel on enfonce le CAPM est un
cas spécial : K =1, i = R.
P> Ross démontre que sous les hypotheses

> N tres grand,

P |es facteurs rendent compte de la variation en commun des
actifs au point que la variance d'un portefeuille p bien diversifié,
conditionnelle aux facteurs, tende vers zéro, et

» |'absence d'arbitrage,

que
=EIRl= ¢+ X+ B Xk,
Nlil [ ] N><11><01 N><KK>}<<1

ou

> )\o est un paramétre zéro-béta du modele, qui est le rendement
sans risque s'il y en a un, et
> Ak est un vecteur des primes des risque des facteurs.



Résultats Il

» Cette relation exprime “I'évaluation exacte par facteurs”

Avec N fini, elle tiens approximativement.

» On peut la dériver également a partir des conditions d'équilibre:
ICAPM (I pour Intertemporel).

» Elle donne des restrictions des parametres du modéle du
marché.

v



Choix des facteurs dans les modeles a facteurs

> Rendements des portfeuilles des actifs :
» marché m dans le CAPM,
» portefeuilles construits selon les caractéristiques des actions
(e.g. Fama-French, note sous Table 6.1.)
P portefeuilles construits avec les méthodes statistiques qui
cherche les facteurs qui rendent compte de la variation commun.
Deux méthodes (234-238) :
> analyse des facteurs (factor analysis)
> analyse “composants principales” (principal components
analysis)
» Variables macroéconomiques :
» innovation en PNB
» changements des rendements des obligations
» inflation imprévue



